DS2 VERSION B

ECG2 MATHS APPLIQUEES

Un joueur joue a pile ou face avec une piéce équilibrée : pile lui rapporte 1 euro, face lui cotite 1 euro.
Au bout de n coups, son gain total (éventuellement négatif) est noté S,,. On a évidemment £ (S,) = 0. Le
joueur est intéressé a estimer sa probabilité de gagner en n coups plus de K euros, ou au moins d’obtenir une
minoration de P (S, > K). C’est l'objet du probléme suivant d’obtenir une telle minoration sous la forme
d’une inégalité dite de grandes déviations.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Pour une variable aléatoire X, on notera F(Y') son espérance et Var(X) sa variance, lorsqu’elles existent.

PREMIERE PARTIE : PROPRIETES DES VARIABLES ALEATOIRE SIMPLES

Une variable aléatoire réelle X est dite simple si elle prend un nombre fini de valeurs.
1. On considére une variable aléatoire simple X.
a. Montrer que pour tout entier £k > 1, F (Xk) existe.
b. Soient X et Y deux variables aléatoires simples, que 'on suppose indépendantes. Montrer que
l'ona E(XY)=EX)E(Y).

On considére la fonction génératrice des moments de X, définie pour tout t € R par

Mx(t) = E (e'¥).
2. Soit X une variable aléatoire simple prenant les valeurs z1, xs, ..., Ty avec des probabilités respectives
pi=P(X =u1z;)>0pour tout i =1,...,¢.
l
a. (i) Montrer que Mx(t) = Y pe!®i.
i=1

(ii) Déduire que pour tout t € R, on a Mx(t) > 0.
b. Pour k € N, on note M)(?) la dérivée k-iéme de Mx.
(i) Soit k € N. Montrer que pour tout ¢ € R, M)(f) (t) = E (XFe!).
(ii) Soit k € N. Montrer que M{¥(0) = E (X*).
(iii) Exprimer Var(X) en fonction de M (0) et M%(0).
c. Montrer que la fonction Mx est convexe.

3. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires simples indépendantes. On pose S,, = X1+ - -+ X,,. Montrer
que pour tout t € R, on a

Ms, (1) = ] Mx, (1)
=1

4. Un exemple. On suppose ici que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p oil p est un réel donné dans
0, 1[.
a. Calculer Mx(t).
b. Calculer M% (0) et M¥(0).
c. A l'aide de la formule trouvée dans la question 2(b)iii, retrouver expression de Var(X).

5. Soit Y une variable aléatoire simple prenant les valeurs y; pour ¢ = 1,...,£ avec les probabilités
P (Y =vy;) = p; > 0. On suppose que E(Y) <0 et que P(Y > 0) > 0.
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a. Montrer que M, (0) < 0.
b. Montrer que lim My (t) = 4oc0.
t——+oo

c. Déduire qu'il existe 7 €]0, +o00 | tel que pour tout ¢t > 0 on ait My (t) > My (7).

6. Soit a < 0 < b deux réels et soit X une variable aléatoire simple d’espérance E(X) = 0, telle que

Pla< X <b)=1.
a. Soit t > 0 un reéel strictement positif. Montrer que pour tout u € [a,b], on a
b—u u—a
tu ta tb
e’ ——e —e
“b—a b—a

b. En déduire que pour tout ¢ >0, on a Mx(t) < €' — ;% ef.

On pose p = ;=% € [0, 1] et on définit la fonction ¢ sur RY par ¢(s) = In (1 — p + pe®) — ps.
c. Montrer que pour tout ¢t > 0, on a Mx (t) < exp(¢(¢t(b — a))).

d. (i) Montrer que ¢(0) = v'(0) = 0.
(ii) Montrer que pour tous réels positifs u,v > 0 on a uv < i(u + )2

(iv) Conclure que pour tout réel s € R* on a 1(s) < gs°.
a

)?).

DEUXIEME PARTIE : QUELQUES INECALITES

(iii) Montrer que pour tout réel s € R% on a ¢"(s) < 1.
1
8

e. Conclure que tout ¢ > 0, on a Mx (t) < exp (§t%(b—

On rappelle que la fonction logarithme est concave, ce qui se traduit par la propriété suivante : si py, ..

14
sont des nombres réels positifs tels que > p; = 1 et x1,..., 2, sont des réels strictement positifs, on a
i=1

In(p1z1+ -+ pexe) Zp1Inzy + -+ prlnzy

7. Soit X une variable aléatoire simple & valeurs strictement positives. Montrer I'inégalité de Jensen

In(F(X)) > E(lnX)
8. Soient p et ¢ deux nombres réels strictement supérieurs a 1 tels que ;1) + é =1

a. Soient a et b deux réels positifs. Montrer que ]%ap + %bq > ab.

Soient X et Y deux variables aléatoires simples, a valeurs strictement positives.

b. Montrer que
1 1

E(XY)< —-E(XP)+-E (YY)
q

S

c. Soit A > 0. Montrer que
1 1
E(XY) < =NTIE(XP) + A TE (YY)
P q

d. Soient « et 8 deux réels strictement positifs. On considére la fonction ¢ définie sur R} par
1 1
e(\) = X "la+ 2718
p q

(i) Dresser le tableau de variations de ¢.
(ii) Trouver le réel Ay ol ¢ atteint son minimum.
(iii) Déterminer la valeur minimum de ¢.
e. Montrer l'inégalité de Holder
E(XY) < E(XP)Y? E(y)l/e

-De
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f. Expliciter I'inégalité dans le cas p = g = 2.

9. Soit X une variable aléatoire simple, telle que E(X) = 0. On note o le réel positif tel que o? =

E (X 2) > 0 et & le réel positif tel que &4 = E (Z4) > (0. On counsidére les deux variables aléatoires
positives X+ = max(X,0) et X~ = max(—X,0). On pose 6 = P(X > 0) et on cherche & estimer 4.
a. Montrer que X = X — X~. Observer que ceci implique E (XT) = E (X ™).

b. Montrer que X2 = (X)) + (X)%. Observer que ceci implique 62 = E [(X+)2] +FE [(X_)Q]
c. Montrer que E [(X+)4] < et E [(X*)ﬂ < &4

d. Soit W la variable aléatoire définie par W(w) =1 si X(w) > 0 et W(w) =0 si X(w) <0.
(i) Montrer que X = WX.

(ii) Montrer que E ((X*)z) < V0E2
e. En appliquant I'inégalité de Holder avec les coefficients p = 3/2 et ¢ = 3, montrer que
E ((X’)2> <E(Xx")E ((X*)“)l/3
f. En appliquant l'inégalité de Holder avec les coefficients p = 4 et ¢ = 4/3, montrer que
E(X7)=E(X") <es®t
Déduire que 02 < 2v/6€2.

g.
4
h. Conclure que P(X >0) > e
TROISIEME PARTIE : GRANDES DEVIATIONS.
On cousidére une variable aléatoire simple Y prenant les valeurs y;,i = 1,...,¢ avec les probabilités

P(Y =vy;) = p; > 0. Comme dans la question 5, on suppose que E(Y) < 0 et P(Y > 0) > 0. Comme
P(Y > 0) > 0, il existe des valeurs strictement positives parmi les y;. Quitte a réindexer les y;, on suppose

qu’il existe k € {1,...,¢ — 1} tel que y1,...,yx sont strictement positifs et yxi1,. ..,y sont négatifs.
Au vu de la question 5.c, il existe 7 > 0 tel que My (1) = ]inf [My(t). On pose p = My (7).
t€]|0,+o00

10. a. Montrer que P(Y >0) = P (e™ > 1).

b. Montrer que P(Y > 0) < p.
11. Montrer que i L;iP(Y =y) =1
Soit Z unelfleiriable aléatoire a valeurs yy,...,yp telle que V1 < i < /¢, on a
P(Z=y)= e;yiP(Y = Vi)

12. a. Montrer que Mz(t) = p~ ' My (1 + ).
b. Montrer que E(Z) = 0.
c. Montrer que F (22) > 0.

13. On rappelle que les valeurs strictement positives parmi les y; sont yi, ..., yx.
a. Montrer que
k
P(Y20)=p) e ™P(Z=y)
i=1

On pose 6 = P(Z > 0).

k
b. Montrer que > 67 'P(Z =y;) =1
=1
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c. Montrer que

k
In (Z e_”“'é_lP(Z = ) 767! Zyz =¥i)
=1

d. On considére o > 0 le réel tel que 02 = E (ZQ)

(i) Montrer que 3° P (Z = i) < E(1Z).
=1

k
(ii) En déduire que > y;P(Z =y;) <o
i=1
e. Montrer que

k
In Ze_TyjP(Z:yj) lnéf%

f. Conclure que
P(Y >0) > pexp (— [% - ln(iD
g. On considére le réel positif € tel que &4 = F (Z4) > 0. Montrer que
4red ot
P(Y >0) > pexp <— [03 —1In 454})
14. On suppose dans cette question qu’il existe deux réels ¢ < 0 < d tels que P(c < Y <d) =1. On
rappelle que ’on a supposé que E(Y) < 0 et que P(Y > 0) > 0.
a. Onpose X =Y — E(Y).
(1) Montrer que X vérifie les hypothéses de la question 6), aveca =c—E(Y) et b=d— E(Y).
On vérifiera en particulier que a < 0 < b.
(ii) En déduire que pour tout ¢t > 0, Mx (t) < exp (%tz(d —c)?).

Soit n € N* et soient Yi,...,Y, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que Y. Pour
tout 1 <7< n,onpose X; =Y; — E(Y).

n
b. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a P (Z Y > 0> P (e HXt o+ Xn) > e_”tE(Y))
i=1

o

. Montrer que pour tout ¢ > 0, P (Z Y, > 0> PV My 4 oix, (1)

d. En déduire que pour tout réel ¢ > 0, on a

- 1
P <ZE > 0) < exp (ntE(Y) + gntQ(d - c)2>
i=1

e. Conclure que pour tout n € N* on a

. - _2E(Y)2n
P(E”% (i)
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